Числові ряди.
План:

1. Поняття ряду та його суми.

2. Збіжні та розбіжні ряди. Умови збіжності.

3. Властивості дій з рядами
1. Поняття ряду та його суми

Ряди є основним обчислювальним засобом. Навіть у калькуляторах при обчисленні значень функцій використовуються ряди. Ряди застосовуються для наближених обчислень.
Нехай задано послідовність чисел u1, u2, …, un … .

Означення. Вираз


[image: image81.wmf].
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називається рядом, а самі числа u1, u2, …, un… називаються членами ряду. Вираз un як функція від n називається загальним членом ряду.

Означення. Скінченні суми
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називаються частинними сумами ряду.

2. Збіжні та розбіжні ряди. Умови збіжності

Означення. Ряд 
[image: image3.wmf]å
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 називається збіжним, якщо існує границя частинних сум ряду



[image: image4.wmf]n

n

S

S

¥

®

=

lim

.

Границя частинних сум  називається сумою ряду. Якщо границя  не існує, то ряд 
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 називається розбіжним. 

Приклад: 

· Дослідимо збіжність числового ряду
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● Знайдемо значення частинної суми ряду:
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Шукаємо границю частинних сум ряду:


[image: image8.wmf].
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Границя існує, отже, розглядуваний ряд збігається і його сума дорівнює 1.

- Розглянемо ряд геометричної прогресії
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І. Якщо q ( 1, можемо знайти частинну суму ряду
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ІІ. Якщо |q| < 1, qn ( 0 при n ( + ( і при цьому існує границя частинних сум ряду
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ряд  збігається.

Якщо |q| > 1, границя частинних сум не існує і ряд  розбігається.

Якщо q = 1, маємо ряд
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1

...

1

1

1

1

0

+

+

+

+

=

å

¥

=

n

n


Його частинні суми 
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Границя частинних сум не існує, отже, при q = 1 ряд розбігається.

Якщо q = – 1, маємо ряд
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і частинні суми
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Границя частинних сум Sn ряду не існує, і ряд  розбігається.

Наведемо необхідні і достатні умови збіжності числового ряду.

Означення. Ряд



[image: image16.wmf]...

...

3

1

2

1

+

+

+

+

+

=

=

+

+

¥

+

=

+

+

å

k

n

n

n

k

n

n

k

n

u

u

u

u

u

r



називається залишком ряду 
[image: image17.wmf].
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Очевидна теорема.

Теорема: Для того, щоб збігався ряд 
[image: image18.wmf],
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 необхідно і достатньо, щоб збігався залишок ряду.

З теореми випливає, що збіжність ряду 
[image: image19.wmf]å
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 не зміниться, якщо відкинути скінченну кількість перших членів.

З критерію Коші випливає, що збіжність ряду 
[image: image20.wmf]å
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 рівносильна тому, щоб усі частинні суми залишку ряду (5) були скільки завгодно малі, якщо номер n достатньо великий.

Теорема (Необхідна умова збіжності.) Для того щоб ряд 
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 збігався, необхідно, щоб загальний член ряду прямував до нуля, тобто щоб виконувалась умова
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Умова  не є достатньою для збіжності ряду, що можна бачити на прикладі так званого гармонійного ряду
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Дослідити збіжність ряду 
● Оцінимо знизу деякі частинні суми:
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Аналогічним способом отримаємо оцінку
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Оскільки частинні суми не обмежені згори, то не існує границя 
[image: image26.wmf]n
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 і гармонійний ряд розбігається. Хоча для гармонійного ряду  виконана необхідна умова збіжності 
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3. Властивості дій з рядами

Теорема. Задано числовий ряд
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Якщо помножити члени ряду на один і той самий числовий множник а ( 0 і дістати ряд
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то із збіжності першого ряду випливає збіжність другого ряду, і навпаки. 
Теорема. Якщо два ряди збігаються, то їх можна почленно додавати і віднімати, тобто 
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Теорема. Збіжність числового ряду не зміниться, якщо для нього приписати або відкинути скінченну кількість членів.

Розглянемо збіжний ряд з нульовими членами
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Розкривши дужки, дістанемо збіжний ряд

1 – 1 + 2 – 2 + 3 – 3 + … + n – n + …,
загальний член якого не прямує до нуля.

Додатні ряди. Знакозмінні ряди.

План:

1. Ознаки збіжності рядів з додатними членами

2. Ряди із знакозмінними членами.
3. Приклади.
1. Ознаки збіжності рядів з додатними членами

Найбільш часто використовуються ознаки збіжності рядів з додатними членами.

Необхідна і достатня умова збіжності:

Розглядається ряд з додатними членами
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Частинні суми ряду монотонно зростають, бо
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Звідси випливає правильність такої теореми.

Теорема. Для того, щоб ряд з додатними членами збі​гався, необхідно і достатньо, щоб усі його частинні суми були обмежені зверху.

Ознаки порівняння
Розглядаємо два ряди з додатними членами



[image: image33.wmf]...

...

3

2

1

1

+

+

+

+

+

=

å

¥

=

n

n

n

u

u

u

u

u





[image: image34.wmf]å
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Теорема . Нехай з деякого номера n виконується нерівність un ( vn. Тоді із збіжності першого ряду  випливає збіжність другого ряду, а із розбіжності другого ряду  випливає розбіжність першого ряду.

Приклад: Дослідимо збіжність числового ряду
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● Візьмемо збіжний ряд порівняння
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)

1

(

1

...

4

3

1

3

2

1

2

1

1

)

1

(

1

1

+

+

+

+

×

+

×

+

×

=

+

å

¥

=

n

n

n

n

n



Оскільки виконуються нерівності
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то за теоремою  ряд  збігається.

На практиці найбільш зручна ознака порівняння у граничній формі.

Теорема . Нехай для членів рядів існує границя

[image: image69.wmf].
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Тоді обидва ряди збігаються або розбігаються одночасно. Якщо l = 0, то зі збіжності першого  ряду  випливає збіжність другого ряду. Якщо l = + (, то з розбіжності другого ряду  випливає розбіжність першого ряду.

Порівняємо збіжність рядів, що мають загальні члени 
[image: image38.wmf],
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● Шукаємо границю відношення загальних членів
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Згідно з теоремою обидва ряди  збігаються або розбігаються одночасно. Оскільки перший ряд  збігається, то і другий ряд  збігається.

Приклад: Дослідимо збіжність ряду 
[image: image41.wmf]å
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 порівнюючи з розбіжним гармонійним рядом 
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 Оскільки існує границя
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то досліджуваний ряд також розбігається.

Теорема (ознака Даламбера) Якщо для ряду з додатними членами
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починаючи з деякого номера n ( N виконується нерівність

[image: image70.wmf]).
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то ряд збігається. Якщо починаючи з деякого номера n ( N виконується нерівність
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то ряд розбігається.

Приклад: Дослідимо збіжність ряду
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● Дамо оцінку відношення членів ряду при n ( 1
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З теореми  випливає збіжність ряду, який розглядається.

Теорема . (Ознака Даламбера у граничній формі.)

Якщо для ряду  з додатними членами існує границя

[image: image72.wmf],
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то при q < 1 ряд збігається, при q > 1 ряд розбігається, при q = 1 ряд може збігатися і розбігатися.

Приклад:

·  Розглянемо чисельний ряд


[image: image47.wmf]...

2

...

2

4

2

3

2

2

2

1

2

2

4

2

3

2

2

2

2

1

2

+

+

+

+

+

+

=

å

¥

=

n

n

n

n

n


Знайдемо границю відношення членів ряду
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З теореми випливає збіжність ряду.

· Дослідимо за ознакою Даламбера розбіжний гармонійний ряд 
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● Для першого ряду знаходимо
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Для другого ряду маємо
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Отже, при q = 1 ряди можуть розбігатися або збігатися.

Теорема. ( ознака Коші)

Якщо для ряду з додатними членами існує границя

[image: image73.wmf],
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то при q < 1 ряд збігається, при q > 1 ряд розбігається, а при q = 1 ряди можуть збігатися або розбігатися.

Приклад:

· Дослідимо збіжність ряду з параметром а
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● Знаходимо границю
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При а > 0 ряд розбігається, при а < 0 ряд збігається.

· Дослідимо за допомогою радикальної ознаки збіжність розбіжного ряду 
[image: image55.wmf]å
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 і збіжного ряду 
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● Знаходимо границі
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Отже, при q = 1 ряд може бути розбіжним або збіжним.

2. Збіжність рядів зі знакозмінними членами
Означення. Ряд виду
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де аn > 0 (n = 1, 2, 3, …), називається знакопочерговим рядом.

Розглянемо довільний числовий ряд
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Означення. Ряд називається абсолютно збіжним, якщо збігається ряд
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Збіжний ряд  називається умовно збіжним, якщо ряд  розбіжний.

Приклад: Ряд 
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 є умовно збіжним, бо ряд 
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Теорема. Абсолютно збіжний ряд збігається.

Оскільки для рядів з додатними членами відомі достатні ознаки збіжності, то їх можна використовувати для дослідження збіжності рядів за знакопочерговими членами.

Теорема. Якщо для знакопочергового ряду 
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існують границі 
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то при q < 1 ряд абсолютно збіжний, а при q > 1 — розбіжний.

Приклад:

· Дослідимо збіжність ряду
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● Знаходимо границю
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Отже, ряд, що розглядається, збігається абсолютно.
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